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目標＝ “凸性を 持た ない 問題の 大域 的最適化”

内容

1. 最適化問題と 緩 和

2. Lagrange 緩 和

3. Lagrange 双対問題

4. 非凸２ 次最適化問題の SDP? 緩 和

5. 非凸２ 次最適化問題の Lagrange 緩 和 = SDP 緩 和

6. 多項式計画問題の Lagrange 緩 和 =⇒ SDP 緩 和

7. ま と め

? : Semidefinite Program, 半正定値計画問題
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1. 最適化問題と 緩 和 — 1

最適化問題

P0 目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0. た だ し， f0 : R
n → R， S0 ⊂ R

n.

一 般の 非線形， 組合せ 最適化問題の 大域 的最適解を 正確 に 求 め る の は 難しい

不等式・ 等式最適化問題

目的： f0(x) → 最小化;
条件： fi(x) ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , `), fj(x) = 0 (j = ` + 1, . . . , m).

• 関 数 fi の 性質， 条件

”連続 ” , ” なめ ら か （ 微分可能） ”

”非凸”, ”凸”

”線形”, ”２ 次”, ”多変数多項式”
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1. 最適化問題と 緩 和 — 2

最適化問題

P0 目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0. た だ し， f0 : R
n → R， S0 ⊂ R

n.

一 般の 非線形， 組合せ 最適化問題の 大域 的最適解を 正確 に 求 め る の は 難しい

例１（ ２ 次最適化問題）

目的： x2
2 → 最小化; 条件： x2

1 + x2
2 ≤ 4, −x2

1/8 + 1 ≤ x2.

0-1変数; xj = 0 or 1 ⇔ xj(xj − 1) = 0 （ ２ 次等式）

例２ （ 多項式最適化問題）

目的： − x3
1 + 2x1x

2
2 → 最小化; 条件： x4

1 + x4
2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2

1 + x2
2 ≥ 0.5.

• ２ 次関 数の 記 述能力 ≤ 多変数多項式の 記 述能力

• 多変数多項式 + 凸関 数（ − log(x), ex等) で 記 述さ れ る 最適化問題が 大域 的最
適化の フ レ ー ム ワ ー クと して よ い ？
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1. 最適化問題と 緩 和 — 3

最適化問題

P0 目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0. た だ し， f0 : R
n → R， S0 ⊂ R

n.

一 般の 非線形， 組合せ 最適化問題の 大域 的最適解を 正確 に 求 め る の は 難しい

⇓

近似解法：

(i) よ り 小さ い 目的関 数値 f(x) を 達成す る 許容解 x ∈ S0 を 生成す る 仕組み

(ii) 未知の 最小値を 見積も る 仕組み

が 必要

⇓

緩 和問題
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最適化問題: P0 目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0

緩 和問題: P̃0 目的： f̃0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S̃0

た だ し， S0 ⊆ S̃0, か つ f̃0(x) ≤ f0(x) (∀x ∈ S0)
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最小値の 見積も り ：

f∗ ≡ P の 最小値（ 未知） ≥ f̃∗ ≡ P̃0 の 最小値

す で に 計算した 近似最小値 f(x̂) と f̃∗ と の 差 f(x̂) − f̃∗ が 十分に 小さ け れ ば ，
近似最小解 x̂ を 安 心して 使え る
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最適化問題: P0 目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0

緩 和問題: P̃0 目的： f̃0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S̃0

た だ し， S0 ⊆ S̃0, か つ f̃0(x) ≤ f0(x) (∀x ∈ S0)
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緩 和問題が 満た す べ き 条件

• S0 ⊆ S̃0

• f̃0(x) ≤ f0(x) (∀x ∈ S0).

• y 6∈ S0 に 対して は ， f̃0(y) と f0(y) の 大小関 係は 問わ ない ！
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緩 和の 例

例１（ ２ 次最適化問題）

目的： x2
2 → 最小化; 条件： x2

1 + x2
2 ≤ 4, −x2

1/8 + 1 ≤ x2.

⇓ 緩 和

目的： x2
2 → 最小化; 条件：x2

2 ≤ 4.

例２ （ 多項式最適化問題）

目的： − x3
1 + 2x1x

2
2 → 最小化; 条件： x4

1 + x4
2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2

1 + x2
2 ≥ 0.5

⇓ 緩 和

目的： − x1 → 最小化; 条件： x1 ≤ 1, x1 ≥ 0.

システマ ティ ックに 緩 和問題を 作る に は ？

• Lagrange 緩 和 — 一 般の 等式不等式条件付き 最適化問題に 適用可能． た だ し，
緩 和問題が 解け る た め に は 条件が 必要

• SDP緩 和 — 多項式最適化問題に 適用可能． 　
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2. Lagrange 緩 和 — 1

等式条件付き 最適化問題

目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0 = {x ∈ R
n : fj(x)=0(j = 1, . . . , m)}

Lagrange 関 数

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x).

た だ し， w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ R
m.

Lagrange 関 数の 性質： ∀w ∈ R
m に 対して ，

x ∈ S0 ⇒ fj(x) = 0 (j = 1, 2, . . . , m) ⇒

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x) = f0(x)

Lagrange 緩 和問題： ∀w ∈ R
m を 固定して ，

目的： L(x, w) → 最小化; 条件： x ∈ R
n

緩 和の 条件： S0 ⊂ R
n, L(w, x) ≤ f0(x) if x ∈ S0.

した が っ て ， L∗(w) ≡ min
x∈R

n
L(x, w) ≤ min

x∈S0

f0(x) (∀w ∈ R
m
+ )
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2. Lagrange 緩 和 — 2

不等式条件付き 最適化問題

目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0 = {x ∈ R
n : fj(x)≤0(j = 1, . . . , m)}

Lagrange 関 数

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x).

た だ し， w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.

Lagrange 関 数の 性質： ∀w ∈ R
m
+ に 対して ，

x ∈ S0 ⇒ fj(x) ≤ 0 (j = 1, 2, . . . , m) ⇒

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x) ≤ f0(x)

Lagrange 緩 和問題： ∀w ∈ R
m
+ を 固定して ，

目的： L(x, w) → 最小化; 条件： x ∈ R
n

緩 和の 条件： S0 ⊂ R
n, L(w, x) ≤ f0(x) if x ∈ S0.

した が っ て ， L∗(w) ≡ min
x∈R

n
L(x, w) ≤ min

x∈S0

f0(x) (∀w ∈ R
m
+ )
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2. Lagrange 緩 和 — 3

不等式条件付き 最適化問題

目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0 = {x ∈ R
n : fj(x)≤0(j = 1, . . . , m)}

Lagrange 関 数

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x).

た だ し， w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.

例１　 目的： x2
2 → 最小化; 条件： x2

1 + x2
2 − 4 ≤ 0, −x2

1/8 − x2 + 1 ≤ 0

L(x, w) ≡ x2
2 + w1(x

2
1 + x2

2 − 4) + w2(−x2
1/8 − x2 + 1)

= (w1 − w2/8)x2
1 − w2x2 + (1 + w1)x

2
2 − 4w1 + w2.

た だ し， w1 ≥ 0, w2 ≥ 0.

Lagrange 緩 和問題： w1 = 1, w2 = 8 に 固定す る と ，

目的： L(x, w) = −8x2 + 2x2
2 + 8 → 最小化; 条件： x = (x1.x2) ∈ R

2
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2. Lagrange 緩 和 — 4

不等式条件付き 最適化問題

目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0 = {x ∈ R
n : fj(x)≤0(j = 1, . . . , m)}

Lagrange 関 数

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x).

た だ し， w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.

例２ （ 多項式最適化問題）

目的： −x3
1 + 2x1x

2
2 → 最小化;

条件： x4
1 + x4

2 − 1 ≤ 0, −x1 ≤ 0, −x2
1 − x2

2 − 0.5 ≤ 0.

L(x, w) ≡ −x3
1 + 2x1x

2
2 + w1(x

4
1 + x4

2 − 1)
+w2(−x1) + w3(−x2

1 − x2
2 − 0.5)

= w1x
4
1 + w1x

4
2 − x3

1 + 2x1x
2
2

−w3x
2
1 − w3x

2
2 − w2x1 − w1 − 0.5w3.

た だ し， w1 ≥ 0, w2 ≥ 0.

• Lagrange 緩 和は 出来る が ， そ の 最小化は 依 然と して 難しい ？ ⇒ SOS, SDP緩 和
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3. Lagrange 双対問題 — 1

不等式条件付き 最適化問題

目的： f0(x) → 最小化; 条件： x ∈ S0 = {x ∈ R
n : fj(x)≤0(j = 1, . . . , m)}

Lagrange 関 数

L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + w2f2(x) + · · · + wmfm(x).

た だ し， w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.

Lagrange 緩 和問題： ∀w ∈ R
m
+ を 固定して ，

目的： L(x, w) → 最小化; 条件： x ∈ R
n

L∗(w) ≡ min
x∈R

n
L(x, w) ≤ min

x∈S0

f0(x) (∀w ∈ R
m
+ )

Lagrange 双対問題（ 最良の Lagrange 緩 和問題）

目的： L∗(w) → 最大化; 条件： w ∈ R
m
+
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3. Lagrange 双対問題 — 2

例１　 目的： x2
2 → 最小化; 条件： x2

1 + x2
2 − 4 ≤ 0, −x2

1/8 − x2 + 1 ≤ 0

L(x, w) ≡ x2
2 + w1(x

2
1 + x2

2 − 4) + w2(−x2
1/8 − x2 + 1)

= (w1 − w2/8)x2
1 − w2x2 + (1 + w1)x

2
2 − 4w1 + w2.

た だ し， w1 ≥ 0, w2 ≥ 0.

Lagrange 双対問題

max
(w1, w2) ≥ 0

min
(x1, x2) ∈ R

2
(w1 − w2/8)x2

1 − w2x2 + (1 + w1)x
2
2 − 4w1 + w2.

例２ （ 多項式最適化問題）

目的： −x3
1 + 2x1x

2
2 → 最小化;

条件： x4
1 + x4

2 − 1 ≤ 0, −x1 ≤ 0, −x2
1 − x2

2 − 0.5 ≤ 0.

L(x, w) = w1x
4
1 + w1x

4
2 − x3

1 + 2x1x
2
2

−w3x
2
1 − w3x

2
2 − w2x1 − w1 − 0.5w3.

た だ し， w1 ≥ 0, w2 ≥ 0.

Lagrange 双対問題: max
(w1, w2) ≥ 0

min
(x1, x2) ∈ R

2
L(x, w).
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4. 非凸２ 次最適化問題の SDP 緩 和 — 1

QOP(２ 次最適化問題) 目的： f0(x) ≡ xTQ0x + qT
0 x → 最小化

条件： fi(x) ≡ xTQix + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

た だ し, x ∈ R
n : 変数,

Qi : n × n 対称行列, qi ∈ R
n, πi ∈ R : 定数

記 法： n × n 対称行列 Q, X に 対して ， Q • X =
∑n

j=1

∑n
k=1 QjkXjk

こ の 記 法を 使う と

xTQx =
n∑

j=1

n∑

k=1

Qjkxjxk = Q • xxT .

こ こ で , xxT は n × n 対称行列；

xxT =




x1

x2
...
xn


 (x1, x2, . . . , xn) =




x1x1 x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2x2 · · · x1xn
... ... . . . ...

xnx1 xnx2 · · · xnxn


 .
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4. 非凸２ 次最適化問題の SDP 緩 和 — 2

QOP(２ 次最適化問題) 目的： f0(x) ≡ xTQ0x + qT
0 x → 最小化

条件： fi(x) ≡ xTQix + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

m 等価

目的： Q0 • xxT + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • xxT + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

m 等価

目的： Q0 • X + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • X + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m), X − xxT = O

⇓ SDP 緩 和

目的： Q0 • X + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • X + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m), X − xxT � O

た だ し， A � O ⇔ 対称行列 A が 半正定値， A の 固有値が す べ て 非負， ま た は ，
uTAu ≥ 0 for ∀u ∈ R

n.
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4. 非凸２ 次最適化問題の SDP 緩 和 — 3

QOP(２ 次最適化問題) 目的： f0(x) ≡ xTQ0x + qT
0 x → 最小化

条件： fi(x) ≡ xTQix + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

⇓ SDP 緩 和

目的： Q0 • X + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • X + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m), X − xxT � O

m 等価 X − xxT � O ⇔

(
1 xT

x X

)
� O

SDP 目的： Q0 • X + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • X + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m),

(
1 xT

x X

)
� O

• SDP は LP (Linear Program) の 対称行列へ の 空間 の 拡張

• LP に 対す る 内点法が SDP に 拡張さ れ て お り ， か なり 大き な問題(n, m が 数
千程度) ま で ， 効率よ く 解け る ． た だ し， n は 変数行列 X の サイ ズ．
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5. 非凸２ 次最適化問題の Lagrange 緩 和 = SDP 緩 和 — 1

準備 — 1

λ : R
n → R.

ζ∗ = min
x∈R

n
λ(x)

m

半無限計画（ 無限個の 不等式制約条件付の 最適化問題）

目的: ζ → 最大化; 条件 λ(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

変数は ζ の み. x ∈ R
n は 条件λ(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R

n) 記 述用パ ラ メ ー タ．

λ (x)

x

ζ

ζ *
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5. 非凸２ 次最適化問題の Lagrange 緩 和 = SDP 緩 和 — 2

準備 — 2

線形・ ２ 次関 数の 非負条件

λ(x) ≡ xTQx + qTx + γ ≥ 0 for ∀x ∈ R
n

m

λ(x) ≡ xTQx + qTx + γ = (1, xT )V

(
1
x

)
for ∃V � O and ∀x ∈ R

n
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5. 非凸２ 次最適化問題の Lagrange 緩 和 = SDP 緩 和 — 3

準備 — 3

例： 線形・ ２ 次関 数 λ(x) = d + bx1 + cx2 + x2
1 + ax1x2 + 2x2

2 が 条件λ(x) ≥ 0
for ∀x ∈ R

2 を 満た す よ う な a, b, c, d の 特徴付け

d + bx1 + cx2 + x2
1 + ax1x2 + 2x2

2 = (1, x1, x2)V




1
x1

x2




= V00 + 2V01x1 + 2V02x2 + V11x
2
1 + 2V12x1x2 + V22x

2
2

for ∃V =




V00 V01 V02

V01 V11 V12

V02 V12 V22


 � O

m 両辺の 定数 x1, x2, x1x2, x2
1, x2

2 の 係数は 一 致．

d = V00, b = 2V01, c = 2V02, 1 = V11, a = 2V12, 2 = 2V22, V � O

(Linear Matrix Inequality)
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QOP(２ 次最適化問題) 目的： f0(x) ≡ xTQ0x + qT
0 x → 最小化

条件： fi(x) ≡ xTQix + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

Lagrange 緩 和問題： ∀w ∈ R
m
+ を 固定して ，

目的： L(x, w) ≡ f0(x) +
m∑

i=1

wifi(x) → 最小化; 条件： x ∈ R
n

m 等価

目的： ζ → 最大化; 条件： f0(x) +
m∑

i=1

wifi(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m 等価

目的:ζ → 最大化; 条件: f0(x) +
m∑

i=1

wifi(x) − ζ = (1, xT )V

(
1
x

)
for∃V � O.

m 両辺の x1, x2, . . . , xn の 係数の 比較

目的： ζ → 最大化;
条件：パ ラ メ ー タ w ∈ R

m
+ と 変数 V に 関 す る 線形等式, V � O
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QOP(２ 次最適化問題) 目的： f0(x) ≡ xTQ0x + qT
0 x → 最小化

条件： fi(x) ≡ xTQix + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

パ ラ メ ー タw ∈ R
m
+ を 固定した Lagrange 緩 和問題

m 等価

目的： ζ → 最大化;
条件：パ ラ メ ー タ w ∈ R

m
+ と 変数 V に 関 す る 線形等式, V � O

w ∈ R
n
+ に 関 す る 最大化 ⇓ 最良の Lagrange 緩 和　

SDP 目的： ζ → 最大化;
条件：変数 w ∈ R

m
+ と V に 関 す る 線形等式, V � O

QOPの SDP緩 和 m 双対

目的： Q0 • X + qT
0 x → 最小化

条件： Qi • X + qT
i x + πi ≤ 0 (i = 1, . . . , m),

(
1 xT

x X

)
� O
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6. POP(多項式計画問題)の Lagrange 緩 和 =⇒ SDP 緩 和 — 1, 準備

λ(x) : 次数r の n変数多項式 → 最小化

m

目的: ζ → 最大化; 条件: λ(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

変数は ζ の み. x ∈ R
n は 条件λ(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R

n) 記 述用パ ラ メ ー タ．

λ (x)

x

ζ

ζ *

非負条件の SOS (Sum of Squares of Polynomials) に よ る 置き 換 え ．

⇓ SOS =





k∑

j=1

gj(x)2 : gj(x) は 多項式, ∀k





目的: ζ → 最大化; 条件: λ(x) − ζ ∈ SOS
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6. POP(多項式計画問題)の Lagrange 緩 和 =⇒ SDP 緩 和 — 2, 準備

例： λ(x) = −2x1 + x2
1 + x2

2 − 4x1x
3
2 + 4x2

1x
4
2

目的: ζ → 最大化; 条件: λ(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
2)

⇓

目的: ζ → 最大化 Sum of Squares

条件: λ(x) − ζ =
(
1, x1, x2, x1x

2
2

)



V11 V12 V13 V14

V12 V22 V23 V24

V13 V23 V33 V34

V14 V24 V34 V44







1
x1

x2

x1x
2
2




for some 4 × 4 V � O

m 等式の 両辺で の 1, x1, x2, x1x
2
2 の 係数が 一 致

SDP (半正定値計画問題)

目的: ζ → 最大化
条件: ζ = V11, −2 = 2V12, 1 = V22, 1 = V33, −4 = 2V34,

4 = V44, 0 = 2V13 = 2V23 = 2V14 = 2V24, V � O

一 般に は ， 等式条件は V の 要素に 関 す る 線形方程式系に なる ．
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6. POP(多項式計画問題)の Lagrange 緩 和 =⇒ SDP 緩 和 — 3

POP 目的： f0(x) → 最小化; 条件：fi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

た だ し， f0(x), f1(x), . . . , fm(x) は 多変数多項式

例２ （ 多項式最適化問題）

目的： −x3
1 + 2x1x

2
2 → 最小化;

条件： x4
1 + x4

2 − 1 ≤ 0, −x1 ≤ 0, −x2
1 − x2

2 + 0.5 ≤ 0.

Lagrange 関 数: L(x, w) = −x3
1 + 2x1x

2
2 + w1(x

4
1 + x4

2 − 1)
+w2(−x1) + w3(−x2

1 − x2
2 + 0.5)

(∀w ∈ R
m
+).

⇔ Lagrange 双対問題 ζ, w ∈ R
m 変数

目的: ζ → 最大化 ; 条件: L(x, w) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

⇒ さ ら に ， 緩 和 ⇒ SOS (Sum of Squares Optimization Problem)

目的: ζ → 最大化 ; 条件: L(x, w) − ζ ∈ SOS (∀x ∈ R
n)

⇔ SDP(半正定値計画問題)
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6. POP(多項式計画問題)の Lagrange 緩 和 =⇒ SDP 緩 和 — 3

POP 目的： f0(x) → 最小化; 条件：fi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

た だ し， f0(x), f1(x), . . . , fm(x) は 多変数多項式

Lagrange 関 数: L(x, w) = f0(x) + w1f1(x) + · · · + wmfm(x) (∀w ∈ R
m
+).

Lagrange 緩 和問題 (w ∈ R
m
+ を 固定して )

目的: L(x, w) → 最小化 ; 条件: x ∈ R
n

⇔ Lagrange 双対問題 ζ, w ∈ R
m 変数

目的: ζ → 最大化 ; 条件: L(x, w) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

⇒ さ ら に ， 緩 和 ⇒ SOS (Sum of Squares Optimization Problem)

目的: ζ → 最大化 ; 条件: L(x, w) − ζ ∈ SOS (∀x ∈ R
n)

⇔ SDP(半正定値計画問題)
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7. ま と め

♦ 以 下の ３ つ は 密接に 結び つ い て い る ．

(a) Lagrange 緩 和

(b) SDP(Semidefinite Program, 半正定値計画緩 和)

(c) Sum of Squares of Polynomials

♦ こ れ ら を 適用す る 最適化問題の 枠組みは

(i) ２ 次最適化問題

(ii) 多項式最適化問題

(iii) （ 多項式＋ 凸関 数） 最適化問題 — “凸な部分を 緩 和す る 必要は ない ”

♦ よ り 大規 模な最適化問題を 解く に は ，

•強力な計算機 環 境， SDP を 含 む 凸計画問題を 解く 強力なソフ トウ エア

•問題の 構造， デー タの 疎性の 利用
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[6] V. Powers and T. Wörmann, “An algorithm for sums of squares of
real polynomials”, Journal of Pure and Applied Algebra, 127 (1998)
99-104.

[7] B. Reznick, “Extremal psd forms with few terms”, Duke Mathemat-

ical Journal, 45 (1978) 363-374.

28


