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目標＝ “凸性を 持た ない 問題の 大域 的最適化”

内容

1. 多項式最適化問題

2. 非負多項式と SOS (Sums of Squares of Polynomials)

3. 制約条件の 付か ない 多項式最適化問題と そ の SOS 緩 和

4. SOS 緩 和の SDP (半正定値計画問題)へ の 帰 着

5. 不等式条件付き 多項式最適化問題と そ の Lagrange 双対問題

6. 一 般化 Lagrange 双対問題

7. 一 般化 Lagrange 双対問題の SDP へ の 帰 着
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R
n : n-次元 Euclid 空間 ， n-次元ベ クトル の 空間 .

x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : ベ クトル 変数.

fj(x) : x ∈ R
n に 関 す る n 変数多項式 (j = 0, 1, . . . ,m).

多項式最適化問題: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

例. n = 3

min f0(x) ≡ x3
1 − 2x1x

2
2 + x2

1x2x3 − 4x2
3

sub.to f1(x) ≡ −x2
1 + 5x2x3 + 1 ≥ 0,

f2(x) ≡ x2
1 − 3x1x2x3 + 2x3 + 2 ≥ 0,

f3(x) ≡ −x2
1 − x2

2 − x2
3 + 1 ≥ 0,

x1(x1 − 1) = 0 (0-1整数条件),

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x2x3 = 0 (相補性条件).

• 多項式最適化問題の 記 述力は 高い ．

• 非線形最適化+組合せ 最適化分野で の 大域 的最適化の 数理モ デル .
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半正定値計画緩 和に 対す る ２ 種類の ア プ ロ ー チ [1], [2]

POP: min f0(x) sub.to fi(x) ≥ 0 (i = 1, . . . ,m),

POP ⇒ 一 般化 Lagrange 双対問題(緩 和)

m LMI 妥当不等式の 追加 双対 ⇓

POP SDP ⇓ SOS 緩 和

⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩 和) [3] ⇔ SDP(緩 和) [4]

[1] S.Kim, M.Kojima and H.Waki, “Generalized Lagrangian duals and
sums of squares relaxations of sparse POPs”, B395, Sep. 2003.

[2] M.Kojima, S.Kim and H.Waki, “A general framework for convex
relaxation of polynomial optimization problems over cones”, J. of OR

Society of Japan, 46 (2003) 125-144.

[3] J.B.Lasserre, “Global optimization with polynomials and the prob-
lems of moments”, SIAM J. on Optimization, 11 (2001) 796–817.

[4] P.A.Parrilo, “Semidefinite programming relaxations for semialgebraic
problems”. Math. Prog., 96 (2003) 293–320.
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1. 多項式最適化問題

2. 非負多項式と SOS (Sums of Squares of Polynomials)

3. 制約条件の 付か ない 多項式最適化問題と そ の SOS 緩 和

4. SOS 緩 和の SDP (半正定値計画問題)へ の 帰 着

5. 不等式条件付き 多項式最適化問題と そ の Lagrange 双対問題

6. 一 般化 Lagrange 双対問題

7. 一 般化 Lagrange 双対問題の SDP へ の 帰 着
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f(x) : n 変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n 変数非負多項式の 集合.

n 変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)

m

f(x) : (複数個の ) n 変数多項式の ２ 乗和， す なわ ち

∃ 有限本の n 変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k

∑

i=1

gi(x)
2.

Σ : n 変数 SOS の 集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n 変数多項式の ２ 乗和.

例. n = 2. f(x1, x2) = (x2
1 − 2x2 + 1)2 + (3x1x2 + x2 − 4)2 ∈ Σ4.

例. n = 2. f(x1, x2) = (x1x2 − 1)2 + x2
1 ∈ Σ4.

inf{f(x1, x2) : (x1, x2) ∈ R
2} = 0; 0 < x1 → 0, x2 = 1/x1,

6 ∃最小点
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f(x) : n 変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n 変数非負多項式の 集合.

n 変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)

m

f(x) : (複数個の ) n 変数多項式の ２ 乗和， す なわ ち

∃ 有限本の n 変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k

∑

i=1

gi(x)
2.

Σ : n 変数 SOS の 集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n 変数多項式の ２ 乗和.

• 理論的に は ， Σ ⊂ N ， Σ 6= N .

• た だ し， f(x) 6∈ Σ なる f(x) ∈ N は 稀 少．

• 実用的上こ れ を 同一 視す る =⇒ Sums of Squares Optimization, Relaxation.

• n = 1 の と き は ， Σ = N . ∀n ≥ 1 で ， ２ 次 n 変数非負多項式の 集合 = Σ2.
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (た だ し f(x) は x ∈ R

n に 関 す る 2r 次 n 変数多項式)

m

半無限計画

P’: max ζ sub.to f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m
f(x) − ζ ∈ N (n 変数非負多項式の 集合)

こ こ で ， x は 変数で は ない ！ 無限個の 不等式を 記 述す る イ ン デックス.

f(x)

x

ζ

ζ *
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (た だ し f(x) は x ∈ R

n に 関 す る 2r 次 n 変数多項式)

m

半無限計画

P’: max ζ sub.to f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m
f(x) − ζ ∈ N (n 変数非負多項式の 集合)

Σ2r ⊂ Σ ⊂ N ⇓ P ′ の 部分問題 = P の 緩 和

P”: max ζ sub.to f(x) − ζ ∈ Σ2r (高々 r 次の n 変数多項式の ２ 乗和)

P の 最小値 = P ′ の 最大値 ≥ P” の 最大値

⇓

SDP (半正定値計画問題に 帰 着)
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高々 r 次の n 変数多項式の ２ 乗和の 集合

Σ2r ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)
2 : k ≥ 1, gi(x) は 高々 r 次の n 変数多項式

}

の 表現．

高々 r 次の n 変数多項式の 基 底を なす 単項式よ り なる ベ クトル

ur(x)
T = (1, x1, x2, . . . , xn, x

2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)
T

と す る と ， 任意 の r 次の n 変数多項式 g(x) は ，

g(x) = aTur(x) for ∃a ∈ R
d(r)

と 表現で き る ． た だ し， d(r) ≡

(

n+ r
r

)

は ur(x) の 次元.

⇓

Σ2r =

{

k
∑

i=1

(

aTi ur(x)
)2

: k ≥ 1, ai ∈ R
d(r)

}

=
{

ur(x)TV ur(x) : V は d(r) × d(r) 半正定値行列
}

.
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例． 高々 3 次の 1 変数多項式の ２ 乗和の 集合

Σ6 ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x) は 高々 3 次の 1 変数多項式

}

=



























1
x
x2

x3









T

V









1
x
x2

x3









: V は 4 × 4 半正定値行列



















例． 高々 2 次の 2 変数多項式の ２ 乗和の 集合

Σ4 ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x) は 高々 2 次の 2 変数多項式

}

=



















































1
x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2

















T

V

















1
x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2

















: V は 6 × 6 半正定値行列


































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SOS 最適化 =⇒ SDP, 例： f(x) = −x1 + 2x2 + 3x2
1 − 5x2

1x
2
2 + 7x4

2

max ζ sub.to f(x) − ζ ∈ Σ4 (高々 2 次の 2 変数多項式の ２ 乗和の 集合)

⇓

max ζ Sum of Squares

sub.to f(x) − ζ =

















1
x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2

















T















V11 V12 V13 V14 V15 V16

V12 V22 V23 V24 V25 V26

V13 V23 V33 V34 V35 V36

V14 V24 V34 V44 V45 V46

V15 V25 V35 V45 V55 V56

V16 V26 V36 V46 V56 V66

































1
x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2

















6 × 6 V � O

m 等式の 両辺で の 1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2 の 係数が 一 致

SDP (半正定値計画問題)

max ζ sub.to −ζ = V11, −1 = 2V12, 2 = 2V13, 3 = 2V14 + V22,
−5 = 2V46 + V55, 7 = V66, そ の 他 0 = · · · , V � O

一 般に は ， 等式条件は ζ と V の 要素に 関 す る 線形方程式系に なる ．
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POP: min f0(x) sub.to x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

Lagrange 関 数: L(x,w) = f0(x) − w1f1(x) · · · − wmfm(x).

た だ し， w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.

Lagrange 関 数の 性質： ∀w ∈ R
m
+ に 対して ，

x ∈ S ⇒ fj(x) ≥ 0 (∀j) ⇒

L(x,w) = f0(x) − w1f1(x) · · · − wmfm(x) ≤ f0(x)

Lagrange 緩 和問題： ∀w ∈ R
m
+ を 固定して ， min

x ∈ R
n
L(x,w)

した が っ て ， min
x ∈ R

n
L(x,w) ≤ min

x ∈ S
f0(x) (∀w ∈ R

m
+ )

Lagrange 双対問題： max
w ∈ R

m
+

min
x ∈ R

n
L(x,w)

wj ≥ 0 を ϕj(x) ∈ Σ に 置き 換 え る =⇒ 一 般化 Lagrange 緩 和, 双対問題
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POP: min f0(x) sub.to x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

一 般化 Lagrange 関 数: L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)fm(x).

た だ し， ϕ(x) ∈ Σm ≡ {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj ∈ Σ}.

一 般化 Lagrange 緩 和問題： ∀ϕ(x) ∈ Σm を 固定して ， min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

一 般化 Lagrange 関 数の 性質： ∀ϕ(x) ∈ Σm に 対して ，
x ∈ S ⇒ fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m) ⇒ L(x, ϕ) ≤ f0(x)

した が っ て ， min
x ∈ R

n
L(x, ϕ) ≤ min

x ∈ S
f0(x) (∀ϕ(x) ∈ Σm)

一 般化 Lagrange 双対問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

• 適当な条件の も と で ， max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ) = min

x ∈ S
f0(x)

• max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ) の 近似 ⇒ SDP.
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7. 一 般化 Lagrange 双対問題の SDP へ の 帰 着

19



POP: min f0(x) sub.to x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

一 般化 Lagrange 関 数: L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)fm(x).

た だ し， ϕ(x) ∈ Σm ≡ {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj(x) ∈ Σ}.

一 般化 Lagrange 双対問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

部分問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

2r

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

た だ し， Σm
2r = {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj(x) ∈ Σ2r}.

SOS 緩 和： max ζ sub.to L(x, ϕ) − ζ = ψ(x) ∈ Σ2s, ϕ(x) ∈ Σm
2r.

さ ら に ， ϕj(x) = ur(x)
TV jur(x), V j � O,

ψ(x) = us(x)TV m+1us(x), V
m+1 � O を 代入⇒ SDP.

た だ し， 2s は L(x, ϕ) の 次数.
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ま と め — 1

POP: min f0(x) sub.to fi(x) ≥ 0 (i = 1, . . . ,m),

Lagrange 関 数 : L(x,w) = f0(x) − w1f1(x) · · · − wmf(x)

wj ≥ 0 を ϕj ∈ Σ2r で 置き 換 え

一 般化 Lagrange 関 数 : L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)f(x)

POP ⇒ 一 般化 Lagrange 双対問題(緩 和)

m LMI 妥当不等式の 追加 双対 ⇓

POP SDP(等価) ⇓ SOS 緩 和

⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩 和) Lasserre [3] ⇔ SDP(緩 和) Parrilo [4]
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ま と め — 2

POP: min f0(x) sub.to fi(x) ≥ 0 (i = 1, . . . ,m),

• 現時点で ， 大き い 問題に 適用す る の は 困難; m, n ≤ 10.

• 実用化へ 向け て

(a) POP の デー タの 疎性の 有効利用

(b) よ り 大規 模な SDP 問題を 高速に 解く ソフ トウ エア

(c) 並列計算

(d) 従来の 方法（ 分枝限定法等） と の 併用

22



[1] S.Kim, M.Kojima and H.Waki, “Generalized Lagrangian duals and
sums of squares relaxations of sparse polynomial optimization prob-
lems”, B395, Math. & Comp. Sciences, Tokyo Inst. Tech., Sep. 2003.

[2] M.Kojima, S.Kim and H.Waki, “A general framework for convex
relaxation of polynomial optimization problems over cones”, J. of OR

Society of Japan, 46 (2003) 125-144.

[3] J.B.Lasserre, “Global optimization with polynomials and the prob-
lems of moments”, SIAM J. on Optimization, 11 (2001) 796–817.

[4] P.A.Parrilo, “Semidefinite programming relaxations for semialgebraic
problems”. Math. Prog., 96 (2003) 293–320.

[5] S. Prajna, A. Papachristodoulou and P. A. Parrilo, “SOSTOOLS:
Sum of Squares Optimization Toolbox for MATLAB – User’s Guide”,
Control & Dynamical Systems, California Inst. Tech, 2002.

[6] M.Putinar, “Positive polynomials on compact semi-algebraic sets”,
Indiana University Mathematics Journal, 42 (1993) 969–984.
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