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1 はじめに

最適化問題 (数理計画問題)は大ざっぱに

(i) 凸型連続最適化問題（線形計画問題，凸型２次計画問題，半正定値計画問題等）

(ii) 非凸型連続最適化問題（非凸型２次計画問題，一般の非線形計画問題等）

(iii) 組合せ最適化問題（整数計画問題，最大クリーク問題，巡回セールスマン問題等）

に分類される．凸型連続最適化問題は他の２つと比べると，解くのが容易で，理論，計算手
法の両面でも充実している．Karmarkar法を契機として急速に発展した線形計画問題に対
する内点法も凸型連続最適化問題全体に拡張されている [11]．このクラスの問題の特徴は，
局所的な最適解が大域的な最適解となることであり，局所的に目的関数を改善する通常の
最適化手法 (内点法もそのような手法の一種)で大域的最適解を計算することが可能である．
他方，非凸型連続最適化問題と組合せ最適化問題では局所的な最適解が大域的な最適解に
なるとは限らず，各反復で局所的に目的関数を改善する最適化手法だけでは大域的な最適解
に到達するのは難しい．

半正定値計画問題 (Semidefinite Programming Prob -lem)は凸型連続最適化問題のクラ
スに属し，線形計画問題と凸型２次計画問題をその特殊場合として含む．この問題の特徴は

(a) モデル記述能力が高い

(b) 上記 (ii)および (iii)のクラスの問題の最適値を見積もるためにの緩和問題として利用
可能

(c) 内点法が適用可能
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にある．

(a)に関連しては，特に対称行列の固有値に関する条件を含めることが可能である．安
定な制御システムの設計，建造物の構造最適化，不確実性を持った数理計画問題に対するロ
バスト最適化，データマイニング等に応用されている ([1,2,3,4,14,15]等参照)．従来は，(b)
で述べた緩和のために線形計画問題が使われてきたが，半正定値計画問題も多項式時間で
解くことができ，かつ，線形計画問題による緩和よりも，理論的に優れた特徴を有している
ことが示されて以来 ([5,10]等参照)，(b)に関する研究が盛んに行われるようになった．さ
らに，(c)により実用規模の半正定値計画問題が効率よく解けることが示されるにつれ，半
正定値計画問題の応用範囲も広がっていった．これらの特徴は，数理計画法，システムと制
御，構造最適化等のさまざまな分野の研究者の交流を深めることに寄与している．

本講座は合計４回の連載で第２回目以降は，以下のように，(b)の話題を取り上げる．

第２回 半正定値計画による緩和 (1)
(神戸商科大学 藤江哲也)

第３回 半正定値計画による緩和 (2)
(神戸商科大学 藤江哲也)

第４回 半正定値計画を用いた近似アルゴリズム
(中央大学 浅野孝夫)

線形計画法を始めとする数理計画法では線形代数の知識が必要であるが，そこではEuclid
空間におけるベクトル変数が主役で，行列はその線形変換として登場した．半正定値計画
問題においては対称行列が変数で，対称行列からなる線形 (ベクトル)空間の上で議論が展
開される．さらに，２次形式，固有値等のより高度な線形代数の知識を要求される．これら
のことが，半正定値計画問題を取っつき難くしている．半正定値計画問題に関する和文文献
もすでにいくつかあり ([3,7,8,9,12,13]等)，半正定値計画問題の応用，内点法等が解説され
ている．しかしながら，それらの文献では半正定値計画問題の根底にある数学的基礎にふ
れていないか，あるいは，それらの知識を前提として書かれている．そこで，本講座の第１
回目の今回は半正定値計画問題を線形代数の基礎まで掘り下げて説明することとした．予
備知識としては理工系の大学の１年生のときに習う線形代数 (線形空間，２次形式，固有値
等)をうっすらと憶えている (あるいは，忘れかけている)程度を仮定している．ここでは半
正定値計画問題そのものの数学的基盤の解説を目的としている．応用や内点法に興味があ
る読者も，他の文献と本稿を合わせて読むことにより，それらの話題の理解がより深まるこ
とを願っている．

2 半正定値計画問題

等式標準形線形計画問題

目的：
∑n

j=1 cjxj →最小化
条件：

∑n
j=1 aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , m),

xj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n)




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から始めよう．ただし，bi, aij, cj ∈ R (実数の集合)は定数，xj ∈ Rは変数．半正定値計画
問題は，n× n実対称行列

X = [Xij] =




X11 X12 · · · X1n

X21 X22 · · · X2n

· · · · · · · · · · · ·
Xn1 Xn2 · · · Xnn


 ,

ただしXij = Xji,

からなる線形 (ベクトル)空間Snへの線形計画問題の拡張である．この意味を明確にするた
めに，上記の等式標準形線形計画問題を

目的： a0 · x →最小化
条件： ai · x = bi (i = 1, 2, . . . ,m),

x ≥ 0





(1)

と書き換える．ただし，

a0 ≡ (c1, c2, . . . , cn)T ∈ Rn,

ai ≡ (ai1, ai2, . . . , ain)T ∈ Rn,

x ≡ (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn,

x ≥ 0 ⇔ xj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n),

u · v ≡
n∑

j=1

ujvj (u, v ∈ Rn の内積),

T : ベクトルまたは行列の転置
(紙面の都合で縦ベクトルを
横ベクトルの転置で表す)

を表す．次に，等式標準形線形計画問題 (1)において，

ai ∈ Rn ⇒ Ai ∈ Sn (n× n対称行列の空間)

x ∈ Rn ⇒ X ∈ Sn

· ⇒ • (行列の内積)

x ≥ 0 ⇒ X º O (半正定値条件)

の置き換えを行うと等式標準形半正定値計画問題

目的： A0 •X →最小化
条件： Ai •X = bi (i = 1, 2, . . . , m),

X º O





(2)

が得られる．これで形式的には半正定値計画問題の定義が完了したわけであるが，以下で
は，未定義な記号 “•”, “º”の説明，および，この問題を支える数学的基盤を順次説明する．
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2.1 対称行列からなる線形空間

m×n行列全体Rm×nはスカラー倍と行列の和が定義された線形（ベクトル）空間である．す
なわち，m×n行列A = [Aij]のスカラー倍 (α倍)と２つのm×n行列A = [Aij], B = [Bij]
の和が，それぞれ，

αA ≡ [αAij], A + B ≡ [Aij + Bij]

で定義されている．さらに，A ∈ Rm×n をその n本のm次元縦ベクトルを縦に並べたmn
次元縦ベクトル

vec(A) ≡ (A11, . . . , Am1, . . . , A1n, . . . , Amn)T

と対応させると，Rm×nはmn次元 Euclid空間とみなすこともできる．Eij で (i, j)要素の
みが 1で他の要素はすべて 0のm× n行列を表すと，mn個の行列

Eij (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n)

はRm×nの基底をなしている．さらに，２つの行列A, B ∈ Rm×nの内積

A •B ≡ vec(A) · vec(B) =
m∑

i=1

n∑

j=1

AijBij

が，mn次元Euclid空間の内積として，自然に導入される．内積を使うと行列A ∈ Rm×nの
ノルム (Frobenius ノルムと呼ばれる)

‖A‖F ≡ (A •A)1/2 =




m∑

i=1

n∑

j=1

A2
ij




1/2

も定義される．このようにして，Rm×nはmn次元 Euclid空間と等価な線形空間になる．

明らかに，n × n対称行列の集合 Sn は線形空間 Rn×n の部分集合であり，かつ，上述
した代数演算 (行列のスカラー倍と和)も Snの中で閉じている．すなわち，任意の α ∈ R,
A, B ∈ Snに対して αA ∈ Sn, A + B ∈ Snが成り立つ．したがって， SnはRn×n線形部
分空間になっている．自明な直交基底としては，n(n + 1)/2個の n× n対称行列

(
Eij + Eji

)
(1 ≤ i ≤ j ≤ n)

が取れる．Rn×nはn2次元Euclid空間と見なせるから，Snもそこに埋め込まれたn(n+1)/2
次元の線形部分空間と見なすことができる．

2.2 対称行列に関する線形関数，線形写像

一般に，f : Rn → Rkが，任意のα, β ∈ R, x, y ∈ Rnに対してf(αx+βy) = αf(x)+βf(y)
を満たすとき線形写像であるという．特に，k = 1のときには線形関数，n = kのときには
線形変換とよばれることも多い．Rnから Rkへの線形写像 f は k × n定数行列M を用い
て，f(x) = Mx (∀x ∈ Rn)と，また，Rn上の線形関数 gは n次元定数ベクトル aとの内
積を用いて g(x) = a · x (∀x ∈ Rn)と表現できることが知られている．

4



前節で述べたようにm×n行列Aをmn次元ベクトルvec(A)に対応させることにより，
m × n行列の空間Rm×nをmn次元 Euclid空間とみなすことができる．このことは Euclid
空間で定義した線形写像，線形関数，線形変換がRm×nに流用できることを意味している．
したがって，Rm×n上の線形写像 f と線形関数 gは，それぞれ，

f(X) = Mvec(X), (3)

g(X) = A •X = vec(A) · vec(X)

と表現できる．ここで，M は k ×mn定数行列，Aはm× n定数行列．

Rn×n上の線形関数 g(X) = A •Xを n× n対称行列の空間 Snに限定すると，

A •X =
(
(A + AT )/2

)
•X (∀X ∈ Sn)

が成り立つ．ここで
(
(A + AT )/2

)
は対称行列となる．したがって，Sn上の線形関数 f は，

n× n 定数対称行列Aを用いて

g(X) = A •X (∀X ∈ Sn)

と表現できる．等式標準形半正定値計画問題 (2)においても，係数行列Aiが対称であるこ
とを仮定している．

しかしながら，行列に関する線形写像はさまざまな形で現れる．例えば，AXB+CXD
は，Xに関する線形写像である．ただし，A, B, C,Dは定数行列で上記の行列の積と和
が矛盾無く行えることを仮定する．行列のクロネッカー積を用いると，このような写像も行
列を Euclid空間に対応させることにより (3)のように表現できる．詳しくは [6]等参照．

2.3 半正定値性 — 対称行列の非負性

n次元 Euclid空間Rnにおける “非負”は，n × n対称行列の空間 Snでは “半正定値”(非負
値，非負定値とも言う)に置き換えられる．X ∈ Snに対する２次形式uT Xuが，すべての
u ∈ Rnに対して非負な値を取るとき，すなわち，uT Xu ≥ 0 (∀u ∈ Rn) であるとき，半正
定値であるという．また，２次形式 uT Xuが，すべての非ゼロな u ∈ Rnに対して正な値
を取るとき，正定値 (または，正値)であるという．n = 1であるときには，X は実数にな
り，実数Xが，それぞれ，非負あるいは正であることと一致する．

n× n対称行列Xの固有値 (重複度を考慮に入れると n個)はすべて実数であり，

半正定値 ⇔ 固有値がすべて非負
正定値 ⇔ 固有値がすべて正

であることが知られている．この事実はXがその固有ベクトルを列ベクトルとして並べた
直交行列P (PP T = P T P =単位行列となる正方行列)によって，以下のように対角化でき
ることから導かれる．

P T XP = Λ ≡




λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn



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ここで，λ1, λ2, . . . , λnはXの固有値である．実際，

Xが半正定値
⇔ uT Xu ≥ 0 (∀u ∈ Rn)

⇔ vT P T XPv ≥ 0 (∀v ∈ Rn)

⇔
n∑

i=1

λiv
2
i ≥ 0 (∀v ∈ Rn)

⇔ λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n))

が成り立つ．Xが正定値の場合も同様である．

半正定値計画問題の文献では，X ∈ Snが半正定値，あるいは，正定値の場合に，それ
ぞれ，X º O, あるいは，X Â Oと書くことが多い．等式標準形半正定値計画問題 (2)で
もこの記号を用いた．

3 線形行列不等式系と一般の半正定値計画問題

一般に，通常の線形不等式系に対称行列の変数を導入し，それに対する半正定値条件を許
した線形不等式系を線形行列不等式 (Linear Matrix Inequality, [2]参照)と呼ぶ．例えば，

∑q−1
i=1 Aixi + (AqY 1 + Y 1Aq) + Y 2 = A0,

Sn 3 Y 1 º O, Sn 3 Y 2 º O,
xi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , q − 1),

(ただし, Ai ∈ Sn は定数行列 (i = 0, . . . , q)) や
(

AT X + XA + Q XB
BT X C

)
º O

(ただし, A ∈ Rn×n, Q ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, O ≺ C ∈ Sm は定数行列, X ∈ Snは変数行
列) は線形行列不等式である．このような線形行列不等式を半正定値計画問題の条件として
含めることができる．

必要ならばスラック変数を導入し，また，s× t 矩形行列を st-次元ベクトルと同一視す
る等により，複数個のユークリッド空間のベクトル x1, x2, . . ., xq, 対称行列 Y 1, Y 2, . . .,
Y r の線形写像 G と 定数ベクトル b を用いて，一般の線形行列不等式を

G(x1,x2, . . . , xq, Y 1, Y 2, . . . , Y r) = b,

xj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , p),

Y k º O (k = 1, 2, . . . , r)

と表現できる．ただし，1 ≤ p ≤ q である．線形計画問題の場合と同様に，どのような半正
定値計画問題も適当な変換を施すことによって等式標準形に帰着することができ，理論的に
は等式標準形半正定値計画問題 (2)で議論すれば十分である (しかし，等式標準形への帰着
は簡単ではない)．
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4 半正定値行列からなる凸錐

線形計画問題と半正定値計画問題の差は非負条件 “x ≥ 0”と半正定値条件 “X º O”にあ
る (2.2節で述べたように線形等式条件については本質的な差は無い)．この２つの類似点と
違いをより詳しく考察するために，非負ベクトルの集合Rn

+と半正定値行列の集合 Sn
+を導

入する．

Rn
+ ≡ {x ∈ Rn : x ≥ 0},
Sn

+ ≡ {X ∈ Sn : X º O}
まず，Sn

+がRn
+と共有する重要な性質を指摘する．

Sn
+は凸錐である．すなわち，任意の λ, µ ≥ 0, X,Y ∈ Sn

+に対して，λX + µY ∈ Sn
+

が成り立つ．この性質が，不等号 “º”が Sn上の半順序で，かつ，代数演算 (スカラー倍と
和)と矛盾がないこと，すなわち，

X1 º X2,Y 1 º Y 2 ⇒ X1 + Y 1 º X2 + Y 2,

X1 º X2, α ≥ 0 ⇒ αX1 º αX2

であることを保証している．ここで，A º BはA−B º Oの意味．

Sn
+は閉集合である．このことが不等号 ‘º”が連続であること，すなわち，

Xk º Y k, Xk → X̄, Y k → Ȳ ⇒ X̄ º Ȳ

が成り立つことを保証している．

Sn
+は自己双対である．すなわち，

{Y ∈ Sn : X • Y ≥ 0 (∀X ∈ Sn
+)} = Sn

+

が成立する．言い換えると，

Y º O ⇔ X • Y ≥ 0 (∀X ∈ Sn
+)

が成立する．さらに，任意のX º OとY º Oに対して，

X • Y = 0 ⇔ XY = O (4)

も成り立つ (右側はXY ∈ Rn×nがゼロ行列の意味)．自己双対性は任意に与えた半正定値
計画問題の双対問題 (5節で述べる)が半正定値計画問題になることを保証している．

これまで述べてきた半正定値計画問題と線形計画問題の類似点は線形計画問題に対する
主双対内点法の半正定値計画問題への拡張において主要な役割を果たしている．

Rn
+は n個の線形不等式

xj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n)

で囲まれた多面集合である．他方，Sn
+を表現するには，無限個の線形不等式，例えば

( vT Xv = ) X • vvT ≥ 0 (∀v ∈ B),

ただし B ≡ {v ∈ Rn : ‖v‖ = 1},
を必要とする．言い換えると，Sn

+は “非線形な”凸集合である．端線が無限個存在し，それ
らが連続的につながっている．このような違いが障害となって，有限個の頂点をそれらを結
ぶ稜線を通ってたどる単体法は半正定値計画問題には拡張できず，内点法のような非線形な
方法が必須となる理由もここにある．
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5 双対問題，双対定理，相補性定理

等式標準形線形計画問題 (1)の双対問題は

目的：
∑m

i=1 biyi →最大化
条件：

∑m
i=1 aiyi + z = a0,

z ≥ 0





(5)

である．一方，等式標準形半正定値計画問題 (2)の双対問題は

目的：
∑m

i=1 biyi →最大化
条件：

∑m
i=1 Aiyi + Z = A0,

Z º O





(6)

で与えられる．これら２つの問題を比較すると，対応する主問題を比較したときと同様に，

ai ∈ Rn ⇒ Ai ∈ Sn

z ∈ Rn ⇒ Z ∈ Sn

z ≥ 0 ⇒ Z º O

と置き換わっていることが分かる．半正定値計画問題の主問題 (2)と (6)の間には以下の定
理が成り立つ．

定理１．

(i) 主問題 (2)の任意の許容解X ∈ Snと双対問題 (6)の任意の許容解 (y, Z) ∈ Rm × Sn

に対して

双対問題の目的関数値 =
m∑

i=1

biyi

≤ A0 •X =主問題の目的関数値.

(弱双対定理)

(ii) 主問題 (2)の内点許容解X ∈ Sn(条件X Â Oを満たす許容解X ∈ Sn)と，双対問題
(6)の内点許容解 (y, Z) ∈ Rm × Sn (条件Z Â Oを満たす許容解 (y, Z) ∈ Rm × Sn)
が存在すると仮定する．このとき，主問題 (2)の許容解X∗ ∈ Snが最適解で，かつ，
双対問題 (6)の許容解 (y∗, Z∗) ∈ Rm ×Snが最適解であるための必要十分条件は主問
題と双対問題の目的関数値が一致することである：

m∑

i=1

biy
∗
i = A0 •X∗ .

(強双対定理)

(iii) (ii)と同様の仮定をする．主問題 (2)の許容解X∗ ∈ Snが最適解で，かつ，双対問題
(6)の許容解 (y∗, Z∗) ∈ Rm × Snが最適解であるための必要十分条件は相補性条件

X∗Z∗ = O (7)

が成り立つことである．(相補性定理)
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これら結果 (i), (ii), (iii)は線形計画問題の主問題 (1)と双対問題 (5)の間に成り立つ弱双
対定理，強双対定理，相補性定理の一般化になっている．ただし，(ii), (iii)においては，線
形計画問題の場合には必要のない “内点許容解の存在”が仮定されている．この仮定は，非
線形の凸計画問題でしばしば用いられる Slaterの制約想定と同種で，Sn

+が多面集合でない
ことに起因している．

(4)より，相補性条件 (7)は，X∗ •Z∗ = 0とも書ける．また，主問題 (2)の任意の許容
解X ∈ Snと双対問題 (6)の任意の許容解 (y, Z) ∈ Rm × Snに対して

A0 •X −
m∑

i=1

biyi

=

(
m∑

i=1

Aiyi + Z

)
•X −

m∑

i=1

(Ai •X) yi

= X •Z ≥ 0

であることが検証できる．このことより，弱双対定理，および，強双対定理と相補性定理の
等価性が導かれる．

相補性条件 (7)の両辺の転置を取ることにより，

X∗Z∗ = Z∗X∗ = O

が導かれる．このことは主問題 (2)の任意の最適解X∗ ∈ Snと双対問題 (6)の任意の最適解
(y∗,Z∗) ∈ Rm×Sn において，互いに双対をなしている変数対称行列X∗とZ∗が交換可能
であることを意味している．交換可能な２つの対称行列は共通の直交行列によって対角化で
きることが知られている．したがって，ある直交行列P ∈ Rn×nが存在して，

P T X∗Z∗P

= P T X∗PP T Z∗P

=




λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn







µ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · µn




= O.

したがって，X∗固有値 λ1, λ2, . . . , λnとZ∗の固有値 µ1, µ2, . . . , µnの間に相補性条件

λj ≥ 0, µj ≥ 0, λjµj = 0 (j = 1, 2, . . . , n)

が成り立っていることが分かる．

6 おわりに

本稿では数学的な基礎に焦点を絞って半正定値計画問題の紹介を行った．応用および計算手
法に関して興味のある読者は文献 [3,7,8,9,12,13,14,15]等を参照されたい．この講座の次回
以降では組合せ最適化問題への応用に関する解説がなされる．また，以下のホームページ
でも半正定値計画法に関連する情報が得られる．いずれも文献データベースおよびこの分
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野の研究者リストを含んでいる．

http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/InteriorPoint/
http://www.zib.de/helmberg/semidefinite.html
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