
線形計画法

「線形の等式条件

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi (i = 1, 2, . . . , `)

および不等式条件

aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn ≤ bj (j = ` + 1, ` + 2, . . . , m)

を満たす x1, x2, . . . , xnで線形関数（目的関数）

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

を最小（または、最大）にする x1, x2, . . . , xnを計算せよ」という問題を線形計画問題と呼
ぶ。生産、販売、通信、輸送等から生ずるさまざまな問題が線形計画問題に定式化される。
この問題への定式化、理論的な側面、計算手法を含めて線形計画法（Linear Program）と
呼ぶ。
各不等式条件にスラック変数 sj ≥ 0を導入すると、

aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn + sj = bj, sj ≥ 0

と変換される。また、各変数 xkは２つの非負な変数の差で

xk = uk1 − uk2, uk1 ≥ 0, uk2 ≥ 0

と表すことが出来る。このような変換により、すべての線形計画問題は線形計画問題の標
準形

目的： c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn →最小化
条件： ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi (i = 1, 2, . . . , m)

xj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n)

に変換出来る。さらに、ベクトルと行列の記法を用いると

目的： cT x →最小化
条件： x ∈ X ≡ {x ≥ 0 : Ax = b}

と書ける。ただし、A : m × n定数行列、b : m次元定数列ベクトル、c : n次元定数列
ベクトル、x = (x1, x2, . . . , xn)T : n次元変数列ベクトルであり、T はベクトルおよび行
列の転置を表す。Xを許容領域（実行可能領域）、x ∈ Xを許容解（実行可能解）、目的
関数 cT xを最小にするx ∈ Xを最小解と呼ぶ。以下では線形計画法の理論の中心をなす

1



双対定理と相補性定理、および、代表的な解法である単体法（シンプレックス法）につい
て解説し、最後に、最近発展した内点法にふれる。
上述の標準形線形計画問題（最小化問題）で使われている定数ベクトル b、c および定

数行列Aを用いた他の線形計画問題

目的： bT y →最大化
条件： (y,z) ∈ Y ≡ {(y,z) : AT y + z = c,z ≥ 0}

を考える。ただし、y = (y1, y2, . . . , ym)T : m次元変数列ベクトル、z = (z1, z2, . . . , zn)T

: n次元変数列ベクトル。この２つの問題の関係を論ずるときには、元の最小化問題を
主問題、対応させて導入した最大化問題を双対問題と呼ぶ。

［双対定理： ］

(a) 任意の x ∈ Xと (y,z) ∈ Y に対して、cT x ≥ bT y

(b) x ∈ Xが主問題の最小解、かつ、(y, z) ∈ Y が双対問題の最大解であるための必要
十分条件は cT x = bT y

［相補性定理： ］

(c) x ∈ Xが主問題の最小解、かつ、(y,z) ∈ Y が双対問題の最大解であるための必要
十分条件は xjzj = 0 (j = 1, 2, . . . , n)

この２つの定理は線形計画法の理論の中心をなすばかりでなく、以下で述べる単体法や内
点法等の計算手法にも深く関係している。双対問題も標準形線形計画問題に変換できるか
ら、双対問題の双対問題を構成出来るが、その問題は主問題に一致する。すなわち、主問
題と双対問題はたがいに双対になっている。
幾何学的には、標準形線形計画問題の許容領域Xは有限個の超平面で囲まれた多面集

合になるが、最小解が存在したとするとXの頂点に対応する最小解が存在する。1947年
にG.B. Dantzigによって開発された単体法は

I ： Xの頂点 x0を１つ求める

II： x0を初期頂点として、目的関数を小さくしながらXの隣接する頂点をたどって最
小解に到達する

という２つのフェイズからなる。これを代数的に説明するために、許容領域を

X = {x = (x1, x2, . . . , xn)T ≥ 0 :
n∑

j=1

ajxj = b}

と表わす。ただし、A = [a1,a2, . . . , an]、aj : m次元列ベクトル。さらに、「任意の許容
解x ∈ Xに対して xj > 0なる要素がm個以上である」を仮定する。この仮定は非退化の
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仮定と呼ばれ、単体法の説明を簡単にするためにしばしば仮定される。xj > 0なる要素
がちょうどm個である許容解x ∈ Xを（許容または実行可能）基底解、基底解x ∈ Xに
対して xj > 0なる変数 xjを基底変数、それ以外の（xj = 0なる）変数を非基底変数と呼
ぶ。基底変数がちょうど１つだけ異なる２つの基底解x, y ∈ Xは隣接するという。非退
化の条件の下ではXの頂点と基底解は１対１に対応する。したがって、単体法は

I ： 基底解 x0を１つ求める

II： x0を初期基底解として、目的関数を小さくしながら隣接する基底解の列 {xp}をた
どって最小基底解に到達する

となる。初期基底解 x0は、自明な初期基底解を持つ線形計画問題を人工的に作り、それ
にフェイズ IIを適用することによって得られる。各基底解 xpは線形方程式

n∑

j=1

ajxj = b, xj = 0 (j ∈ Jp)

を解くことによって得られる。ただし、Jp = {j : xp
j = 0}。この際、xpに隣接する xp−1

を計算したときの情報が使えるので上の線形方程式系を初めから解く必要はない。実際に
は、ピボット演算（枢軸変換）と呼ばれる線形演算によって、xp−1からxp が計算される。
単体法にはいくつかのバリエ－ション（主単体法 — 上述、双対単体法、主・双対単体
法等）がある。計算効率を上げるために、さまざまな工夫が導入されている。特に、大規
模な問題（変数の個数が数千～数万）は過疎なデ－タ構造（行列Aのほとんどの要素が
0）をしており、計算を進める過程でそれを出来るだけ崩さないようにすることが計算効
率を上げる鍵となる。
単体法が許容領域の境界上に位置する頂点を辿って最小解に到達する方法であるのに対
して、内点法は許容領域の内部を通って最小解に近づこうとする方法である。この方法の
契機となったのは 1984年に提案されたKarmarkar法であり、それ以来数多くの内点法が
発表されている。それらの中で現在主流となり、ソフトウェアとして実用化されているの
はアフィン変換法と主・双対内点法である。２つの方法とも単体法では解けない超大規模
な問題（変数の個数が数十万）の計算結果も報告されている [2]。単体法は 40年以上の歴
史があり、ソフトウェアとしても完成され、世界中に普及している。それに対して内点法
の歴史は始ったばかりで、内点法がどのように単体法に置き換わっていくかは、もう数年
様子を見なければ分らない。
単体法および双対定理を中心とした線形計画法の参考書は数多く出されている。例え
ば、[1]。内点法を含む線形計画法の最近の発展については [3]を参照。
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